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Apstrakt

U ovom radu su predstavǉeni grafovi i analizirano je xetaǌe po ǌima.
Uvodi se pojam matrice susedstva i verovatno�e i pomo�u linearne alge-
bre se izvode formule koje odre�uju broj puteva odre�ene du�ine u nekim
grafovima. Tako�e, data je definicija n-dimenzionalne kocke i Radonove
transformacije koja se koristi za odre�ivaǌe broja puteva date du�ine u
toj kocki. Posledǌe poglavǉe je posve�eno nasumiqnim xetaǌem po grafo-
vima.
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1 Xetaǌe po grafovima

Za konaqan skup S i nenegativan ceo broj k, definixemo
(
S
k

)
kao skup

k-toqlanih podskupova skupa S. Multiskup mo�emo posmatrati kao skup u
kome se elementi mogu ponavǉati i u kome redosled elemenata nije bitan.
Za multiskup M ka�emo da je na skupu S ako svaki element skupa M pripada
skupu S. Na primer, M = {1, 1, 2, 4, 2, 1} je multiskup na skupu S = {1, 3, 2, 4}.
Sa

((
S
k

))
�emo oznaqiti skup k-toqlanih multiskupova na skupu S. Na primer,

ako je S = {1, 2, 3}, tada je (koriste�i kra�i zapis),(
S

2

)
= {12, 13, 23} i

((
S

2

))
= {11, 22, 33, 12, 13, 23}.

Definicija 1.1. Graf je ure�ena trojka G = (V,E, φ) koju qine skup qvorova
V = {v1, ..., vp}, skup grana E = {e1, ..., eq} i funkcija φ : E →

((
V
2

))
.

Slika 1.1: Graf

Ako va�i φ(e) = {u, v} (ili skra�eno uv), tada grana e povezuje qvorove u
i v i za te qvorove ka�emo da su susedni. Ukoliko vixe grana e1, ..., ej (j > 1)
zadovoǉava uslov φ(e1) = · · · = φ(ej) = uv, onda postoji vixestruka grana
izme�u qvorova u i v. Ako va�i φ(e) = vv, tada ka�emo da je e petǉa qvora
v.

Definicija 1.2. Prost graf je graf bez petǉi i vixestrukih grana.

Slika 1.2: Prost graf
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Definicija 1.3. Matrica susedstva grafa G je realna p×p matrica A(G) qije
poǉe (i, j) predstavǉa broj grana izme�u qvorova i i j.

Matrica susedstva je simetriqna, pa, prema tome, ima sve realne sop-
stvene vrednosti. Tako�e, ǌen trag predstavǉa broj petǉi u grafu. Sada
�emo napraviti matricu susedstva A(G) za graf na Slici 1.3.

Slika 1.3

A(G) =


0 2 0 0 0
2 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1



Definicija 1.4. Xetǌa po grafu G du�ine l od qvora u do qvora v je niz
v1, e1, v2, e2, ..., vl, el, vl+1 u kome va�i:

• svako vi je qvor u grafu G,

• svako ei je grana u grafu G,

• ei je grana izme�u qvorova vi i vi+1,

• v1 = u i vl+1 = v.

Teorema 1.1. Poǉe (i, j) matrice A(G)l, gde l ∈ N , predstavǉa broj razliqitih
xetǌi du�ine l od qvora vi do qvora vj.

Dokaz. Dokaz je posledica definicije mno�eǌa matrica.

Primer 1.1. Posmatrajmo graf sa Slike 1.3. Broj razliqitih xetǌi du�ine
2 od qvora 5 do qvora 5 je (A(G)2)55.

A(G)2 =


0 2 0 0 0
2 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1

 ·


0 2 0 0 0
2 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1

 =


4 0 0 0 2
0 5 0 1 1
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
2 1 0 1 3


Dakle, postoje 3 razliqite xetǌe (5-5-5, 5-2-5, 5-4-5). N

Nas sada zanima da li postoji neki drugi naqin za raqunaǌe (A(G)l)ij.
Prisetimo se da svaka realna simetriqna p×p matrica ima p linearno neza-
visnih realnih sopstvenih vektora koji mogu biti izabrani da budu ortonor-
malni. Neka su u1, ..., up realni ortonormalni sopstveni vektori, a λ1, ..., λp
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odgovaraju�e sopstvene vrednosti matrice M . Sve vektore u �emo posma-
trati kao p× 1 vektore kolone. Skalarni proizvod vektora ui i uj bi�e ut

iuj,
xto je, zapravo, mno�eǌe dve matrice. Kako su vektori ortonormalni, sledi
ui ·uj = ut

iuj = δij (Kroneker delta1). Neka je U matrica qije su kolone vektori
u1, ..., up.

Dakle, matrica U je ortogonalna. Poxto su kolone matrice U linearno
nezavisni vektori, zakǉuqujemo da je matrica U invertibilna. Tako�e znamo
da va�i U t ·U = I, a kako je inverz jedinstven, sledi U−1 = U t. Vrste matrice
U−1 su 1× p vektori ut

1, ..., u
t
p.

Sada �emo pokazati da matrica U dijagonalizuje matricu M , tj. da va�i:

U−1MU = diag(λ1, ..., λp),

gde diag(λ1, ..., λp) oznaqava dijagonalnu matricu sa vrednostima λ1, ..., λp na
dijagonali redom.
Leva strana jednakosti je p×p matrica qije su vrednosti poǉa (i, i), 1 ≤ i ≤ p

ut
i ·Mui = ut

i · (λiui) = λi(u
t
i · ui) = λi · δii = λi,

a vrednosti poǉa (i, j), i ̸= j

ut
i ·Muj = ut

i · (λjuj) = λj(u
t
i · uj) = λj · δij = 0.

Teorema 1.2. Neka su vi i vj dva qvora grafa G i λ1, ..., λp sopstvene vrednosti
matrice susedstva A(G). Tada postoje realni brojevi c1, ..., cp takvi da za svako
l ≥ 1 va�i:

1Kroneker delta, nazvana po nemaqkom matematiqaru Leopoldu Kronekeru (1823 − 1891),
jeste funkcija dve promenǉive koja uzima vrednost 1 ukoliko su brojevi isti, a 0 ako nisu.
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(A(G)l)ij = c1λ
l
1 + · · ·+ cpλ

l
p.

Xtavixe, ako je U realna ortonormalna matrica takva da va�i U−1A(G)U =
diag(λ1, ..., λp), tada je:

ck = uikujk.

Dokaz. Sopstvene vrednosti matrice A(G)l su λl
1, ..., λ

l
p. Odatle sledi:

U−1A(G)lU = diag(λl
1, ..., λ

l
p).

Dakle,

A(G)l = U · diag(λl
1, ..., λ

l
p) · U−1.

Koriste�i U−1 = U t dobijamo:

(A(G)l)ij =

p∑
k=1

uikλ
l
kujk.

Primer 1.2. Posmatrajmo graf G sa Slike 1.4.

Slika 1.4

Matrica susedstva je:

A(G) =


0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0


Sopstvene vrednosti matrice A(G) su:

λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 1, λ4 = −
√
3 i λ5 =

√
3,

a odgovaraju�i sopstveni vektori su:

u1 =



1
2

−1
2

0

1
2

−1
2


, u2 =



1√
3

0

− 1√
3

0

1√
3


, u3 =



1
2

1
2

0

−1
2

−1
2


, u4 =



1
2
√
3

−1
2

1√
3

−1
2

1
2
√
3


i u5 =



1
2
√
3

1
2

1√
3

1
2

1
2
√
3


.
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Vektori u1, u2, u3, u4 i u5 su ortonormalni, pa je

U =



1
2

1√
3

1
2

1
2
√
3

1
2
√
3

−1
2

0 1
2

−1
2

1
2

0 − 1√
3

0 1√
3

1√
3

1
2

0 −1
2

−1
2

1
2

−1
2

1√
3

−1
2

1
2
√
3

1
2
√
3


i va�i U−1 = UT .

Matricu A(G)l mo�emo predstaviti na slede�i naqin:

A(G)l = U ·


(−1)l 0 0 0 0

0 0l 0 0 0

0 0 1l 0 0

0 0 0 (−
√
3)l 0

0 0 0 0 (
√
3)l

 · U−1

Ukupan broj puteva du�ine 4 koji poqiǌu u qvoru 1 i zavrxavaju se u qvoru
1 je:

(A(G)4)11 = u11λ
4
1u11 + u12λ

4
2u12 + u13λ

4
3u13 + u14λ

4
4u14 = 2.

Sliqno dobijamo i (A(G)4)22 = 5, (A(G)4)33 = 6, (A(G)4)44 = 5 i (A(G)4)55 = 2.
Tako�e, mo�emo izraqunati i ukupan broj puteva du�ine l iz qvora i u qvor
j. Uradi�emo primere za i = 4.

(A(G)l)41 =
1

4
(−1)l − 1

4
− 1

4
√
3
(−

√
3)l +

1

4
√
3
(
√
3)l,

(A(G)l)42 = −1

4
(−1)l − 1

4
+

1

4
(−

√
3)l +

1

4
(
√
3)l,

(A(G)l)43 = − 1

2
√
3
(−

√
3)l +

1

2
√
3
(
√
3)l,

(A(G)l)44 =
1

4
(−1)l +

1

4
+

1

4
(−

√
3)l +

1

4
(
√
3)l i

(A(G)l)45 = −1

4
(−1)l +

1

4
− 1

4
√
3
(−

√
3)l +

1

4
√
3
(
√
3)l.

N
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Da bismo mogli primeniti Teoremu 1.2, moramo na�i sopstvene vrednosti
λ1, ..., λp i matricu U . Me�utim, to ne�e uvek biti jednostavno kao u pret-
hodnom primeru. Ipak, postoji jedan zanimǉiv sluqaj u kom nije potrebno
na�i matricu U . To je zatvorena xetǌa.

Definicija 1.5. Zatvorena xetǌa grafa G je xetǌa koja poqiǌe i zavrxava
se u istom qvoru.

Ukupan broj zatvorenih xetǌi fG(l) grafa G du�ine l je:

fG(l) =

p∑
i=1

(A(G)l)ii = tr(A(G)l),

gde tr oznaqava trag matrice. Sada, prisetimo se da je trag kvadratne ma-
trice jednak zbiru ǌenih sopstvenih vrednosti. Kao xto smo ve� napome-
nuli, sopstvene vrednosti matrice A(G)l su λl

1, ..., λ
l
p. Iz prethodnog sledi

dokaz slede�e teoreme.

Teorema 1.3. Neka su λ1, ..., λp sopstvene vrednosti matrice A(G). Broj zatvo-
renih xetǌi grafa G du�ine l je:

fG(l) = λl
1 + · · ·+ λl

p.

Primer 1.3. Sa G �emo oznaqiti kocku sa Slike 1.5.

Slika 1.5: Kocka

A(G) =



0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0


Sopstvene vrednosti matrice A(G) su:

λ1 = 3, λ2 = −3, λ3 = 1, λ4 = −1, λ5 = −1, λ6 = 1, λ7 = 1 i λ8 = −1.

Ukupan broj zatvorenih xetǌi du�ine l je:

3l + (−3)l + 1l + (−1)l + (−1)l + 1l + 1l + (−1)l.

Ako je l neparan broj, broj zatvorenih xetǌi je nula. U sluqaju da je l paran
broj, broj zatvorenih xetǌi bi�e 2 · 3l +6. Iz simetriqnosti kocke sledi da
je broj zatvorenih xetǌi du�ine l iz jednog temena jednak:

2 · 3l + 6

8
=

3l + 3

4
.

N
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Sada �emo razmatrati zatvoreno xetaǌe po kompletnom grafu Kp.

Definicija 1.6. Kompletan graf Kp je prost graf kod koga izme�u svaka dva
qvora postoji grana.

Dakle, Kp ima
(
p
2

)
= 1

2
p(p− 1) grana.

Slika 1.6: Kompletan graf K6

Lema 1.1. Neka je J p × p matrica qije su vrednosti poǉa 1. Tada su ǌene
sopstvene vrednosti p (mnogostrukost jedan) i 0 (mnogostrukost p− 1).

Dokaz. Sa α1, ..., αp �emo oznaqiti sopstvene vrednosti matrice J. Kako je
matrica J realna i simetriqna mo�emo je dijagonalizovati odgovaraju�om
ortogonalnom matricom U . Dakle, J = U · diag(α1, ..., αp) · U−1. Koriste�i
rang(U) = rang(U−1) = p i svojstva ranga dobijamo:

rang(J) = rang(U · diag(α1, ..., αp) · U−1)

= rang(U · diag(α1, ..., αp))

= rang(diag(α1, ..., αp)).

Iz rang(J) = 1, zakǉuqujemo da je p − 1 sopstvenih vrednosti jednako nula.
Kako je tr(J) = p, xto je ujedno i zbir sopstvenih vrednosti, sledi da je jedna
sopstvena vrednost jednaka p.

Lema 1.2. Sopstvene vrednosti matrice susedstva kompletnog grafa Kp su -1
(mnogostrukost p− 1) i p− 1 (mnogostrukost jedan).

Dokaz. Matrica susedstva grafa Kp je A(Kp) = J−I, gde je I jediniqna ma-
trica p×p. Ako su sopstvene vrednosti matrice M α1, ..., αp, onda su sopstvene
vrednosti matrice M + cI α1 + c, ..., αp + c. Dokaz sledi iz Leme 1.1.

Teorema 1.4. Broj zatvorenih xetǌi du�ine l u kompletnom grafu Kp koje
poqiǌu u qvoru vi je:

(A(Kp)
l)ii =

1
p
((p− 1)l + (p− 1)(−1)l).

Dokaz. Koriste�i Teoremu 1.3 i Lemu 1.2, zakǉuqujemo da je ukupan broj
zatvorenih xetǌi du�ine l jednak (p − 1)l + (p − 1)(−1)l. Kako je graf Kp

simetriqan, tj. broj koji tra�imo ne zavisi od i, ukupan broj zatvorenih
xetǌi du�ine l treba podeliti brojem qvorova.
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2 Vixedimenzionalna kocka

Sa Z2 �emo oznaqiti cikliqnu grupu reda 2 sa elementima 0 i 1, a ope-
raciju grupe �emo definisati kao sabiraǌe po modulu 2. Dakle, 0 + 0 =
0, 0+1 = 1, 1+0 = 1 i 1+1 = 0. Definisa�emo grupu Zn

2 kao direktan proizvod
grupa Z2

Zn
2 = Z2 × Z2 × · · · × Z2︸ ︷︷ ︸

n

,

a operacija grupe je sabiraǌe po koordinatama po modulu 2. Elementi grupe
Zn

2 su n-torke (a1, ..., an), gde ai ∈ {0, 1}. Na primer,

Z3
2 = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}.

Neka je Cn graf qiji je skup qvorova zadat sa V (Cn) = Zn
2 i qvorovi u i

v povezani ako se razlikuju u taqno jednoj komponenti. Dakle, n-torka u+ v
ima taqno jednu nenula komponentu. Ako elemente grupe Zn

2 posmatramo kao
realne vektore, tada graf Cn predstavǉa n-dimenzionalnu kocku.

Slika 2.1: C3

Nax ciǉ je da na�emo sopstvene vrednosti i
vektore grafa Cn. Za to �emo koristiti konaqnu
Radonovu transformaciju. Neka je ν skup svih
funkcija f : Zn

2 → R. Primetimo da je ν vektorski
prostor nad R. Ako su u = (u1, ..., un) i v = (v1, ..., vn)
elementi grupe Zn

2 , definisa�emo skalarni proi-
zvod kao u · v = u1v1 + · · · + unvn (mod 2). Dakle,
u · v ∈ Z2. Izraz (−1)u·v je realan broj +1 ili −1 u
zavisnosti da li je u · v 0 ili 1. Tako�e, mo�emo
se uveriti da va�i (−1)u·(v+w) = (−1)u·v(−1)u·w.

Sada �emo definisati dve va�ne baze vektorskog prostora ν. Prva baza
je B1 koju qine funkcije fu, u ∈ Zn

2 zadate sa:

fu(v) = δuv.

Dakle,

B1 = (f(0,0,...,0), f(1,0,...,0), ..., f(1,1,...,1)︸ ︷︷ ︸
2n

).

Da bismo utvrdili da je B1 baza, potrebno je da poka�emo da su funkcije fu
linearno nezavisne i da svako g ∈ ν mo�emo predstaviti preko funkcija fu.
Neka su a1, ..., a2n realni brojevi takvi da va�i a1f(0,0,...,0) + · · ·+ a2nf(1,1,...,1) = 0
(0 je funkcija koja svaki element domena slika u realan broj 0). Znamo
da je a1f(0,0,...,0)((0, 0, ..., 0)) + · · · + a2nf(1,1,...,1)((0, 0, ..., 0)) = 0((0, 0, ..., 0)), tj. a1 ·
1 + · · · + a2n · 0 = 0, sledi a1 = 0. Sliqno dobijamo a1 = · · · = a2n = 0. Iz
prethodnog zakǉuqujemo da su funkcije fu linearno nezavisne. Ostaje jox da
g ∈ ν predstavimo kao linearnu kombinaciju funkcija fu. Lako se vidi da je

g =
∑
u∈Zn

2

g(u)fu,
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qime smo pokazali da je B1 baza vektorskog prostora ν. Tako�e, dim ν = dim
B1 = 2n.

Drugu bazu, B2, qine elementi χu definisani na slede�i naqin:

χu(v) = (−1)u·v.

Dakle,

B2 = (χ(0,0,...,0), χ(1,0,...,0), ..., χ(1,1,...,1)︸ ︷︷ ︸
2n

).

Kako je #B2 = dim ν, dovoǉno je pokazati da su vektori χu, u ∈ Zn
2 linearno

nezavisni. Zapravo, mi �emo pokazati da su oni ortogonalni. Prvo �emo
definisati skalarni proizvod u ν kao:

⟨f, g⟩ =
∑
u∈Zn

2

f(u)g(u).

Iz prethodnog sledi:

⟨χu, χv⟩ =
∑
w∈Zn

2

χu(w)χv(w)

=
∑
w∈Zn

2

(−1)(u+v)·w.

Kako u ̸= v, zakǉuqujemo da u+ v ̸= 0, tj. da vektor u+ v ima k( ̸= 0) jedinica.
Prema tome, naxa suma je:∑

w∈Zn
2

(−1)(u+v)·w =

(
k

0

)
2n−k −

(
k

1

)
2n−k + · · ·+ (−1)k

(
k

k

)
2n−k

= 2n−k

((
k

0

)
−
(
k

1

)
+ · · ·+ (−1)k

(
k

k

))
= 2n−k(1− 1)k = 0,

qime smo pokazali da su vektori χu ortogonalni.

Sada uvodimo definiciju Radonove transformacije.

Definicija 2.1. Neka je Γ podskup od Zn
2 i neka funkcija f ∈ ν, tada je funkcija

ΦΓf ∈ ν, definisana sa
ΦΓf(v) =

∑
w∈Γ

f(v + w),

konaqna Radonova transformacija od f na grupi Zn
2 i podskupu Γ.

Upravo smo definisali linearnu transformaciju, odnosno operator ΦΓ :
ν → ν. Sada treba na�i sopstvene vrednosti i vektore tog operatora.

11



Teorema 2.1. Sopstveni vektori od ΦΓ su funkcije χu, u ∈ Zn
2 , a odgovaraju�e

sopstvene vrednosti su:
λu =

∑
w∈Γ

(−1)u·w.

Dokaz. Neka v ∈ Zn
2 . Tada va�i:

ΦΓχu(v) =
∑
w∈Γ

χu(v + w)

=
∑
w∈Γ

(−1)u·(v+w)

=

(∑
w∈Γ

(−1)u·w
)
(−1)u·v

=

(∑
w∈Γ

(−1)u·w
)
χu(v).

Dakle,

ΦΓχu =

(∑
w∈Γ(−1)u·w

)
χu.

Kako sveki operator na ν ima dim ν = 2n sopstvenih vrednosti i vektora,
zakǉuqujemo da su χu svi sopstveni vektori operatora ΦΓ. Tako�e, primetimo
da vektori χu ne zavise od Γ, dok sopstvene vrednosti λu zavise od Γ.

Neka je △ = {δ1, ..., δn}, gde je δi vektor qija je i-ta koordinata 1, a ostale
su 0. Sa [Φ△] �emo oznaqiti matricu linearne transformacije Φ△ : ν → ν za
bazu B1.

Teorema 2.2. Matrica [Φ△] je jednaka matrici susedstva A(Cn) n-dimenzionalne
kocke.

Dokaz. Neka v ∈ Zn
2 . Koriste�i u = v + w akko u+ w = v dobijamo:

Φ△fu(v) =
∑
w∈△

fu(v + w)

=
∑
w∈△

fu+w(v).

Odnosno,
Φ△fu =

∑
w∈△

fu+w.

Iz prethodnog dobijamo vrednost poǉa (i, j) matrice [Φ△].

(Φ△)ij =

{
1, ako i+ j ∈ △,

0, ako i+ j /∈ △.

12



Uslov i + j ∈ △ je ispuǌen akko se vektori i i j razlikuju u taqno jednoj
koordinati, xto je ujedno i uslov da ij bude stranica grafa Cn.

Teorema 2.3. Sopstveni vektori Eu, u ∈ Zn
2 matrice A(Cn) su dati sa:

Eu =
∑
v∈Zn

2

(−1)u·vv.

Odgovaraju�e sopstvene vrednosti su:

λu = n− 2ω(u),

gde je ω(u) broj jedinica u u.

Dokaz. Proizvoǉnu funkciju g ∈ ν mo�emo predstaviti preko baze B1

g =
∑
v∈Zn

2

g(v)fv.

Ako g zamenimo sa χu dobi�emo vektor χu kao linearnu kombinaciju funkcija
fv,

χu =
∑
v∈Zn

2

χu(v)fv =
∑
v∈Zn

2

(−1)u·vfv.

Kako Φ△ ima istu matricu za bazu B1 kao A(Cn) za qvorove v grafa Cn, sledi
da su koeficijenti koji stoje uz fv vektora χu jednaki koeficijentima koji
stoje uz v vektora Eu. Prema tome,

Eu =
∑
v∈Zn

2

(−1)u·vv.

Iz Teoreme 2.1 imamo:
λu =

∑
w∈△

(−1)u·w.

Znamo da je u · δi jednako 1 ako je i-ta koordinata vektora u jednaka 1, a 0 u
suprotnom. Zakǉuqujemo da naxa suma ima n − ω(u) qlanova jednakih +1 i
ω(u) qlanova jednakih −1, pa je λu = n− 2ω(u).

Sada dolazimo do kǉuqnog dela ovog poglavǉa.

Teorema 2.4. Neka u, v ∈ Zn
2 i neka je ω(u + v) = k. Broj xetǌi od qvora u do

qvora v du�ine l u grafu Cn je:

(A(G)l)uv =
1

2n

n∑
i=0

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)(
n− k

i− j

)
(n− 2i)l, (1)

gde je
(
n−k
i−j

)
= 0 ako je i− j > n− k. Tako�e,

(A(G)l)uu =
1

2n

n∑
i=0

(
n

i

)
(n− 2i)l. (2)

13



Dokaz. Neka su Eu i λu definisani kao u Teoremi 2.3. Da bismo prime-
nili Teoremu 1.2, potrebno je da intenzitet vektora Eu bude 1 i da vektori
Eu budu me�usobno normalni (posmatraju�i B1 kao ortonormalnu bazu vek-
torskog prostora ν). Vektori Eu jesu me�usobno normalni jer su to i vektori
χu. Iz Teoreme 2.3 sledi

|Eu|2 =
∑
v∈Zn

2

((−1)u·v)2 = 2n.

Dakle, vektore Eu treba zameniti sa E
′
u = 1

2
n
2
Eu da bismo dobili ortonor-

malne vektore. Sada mo�emo primeniti Teoremu 1.2:

(A(G)l)uv =
1

2n

∑
w∈Zn

2

Euwλ
l
wEvw.

Prema definiciji, Euw je koeficijent uz fw, tj. Euw = (−1)u·w, a λw = n−2ω(w).
Prema tome,

(A(G)l)uv =
1

2n

∑
w∈Zn

2

(−1)(u+v)·w(n− 2ω(w))l.

Broj vektora w takvih da je ω(w) = i i koji imaju j zajedniqkih jedinica sa
u+ v je

(
k
j

)(
n−k
i−j

)
. Koriste�i (u+ v) ·w ≡ j (mod 2), iz prethodne sume dobijamo

(1), a ako je ispuǌen uslov u = v, onda iz (1) sledi (2).

Primer 2.1. Neka je n novqi�a okrenuto pismom na gore. Nasumiqno se bira
jedan novqi� (sa verovatno�om 1

n
) i okre�e se. Postupak se ponavǉa l puta.

Koja je verovatno�a da �e posle tih l okretaǌa svi novqi�i biti okrenuti
pismom na gore?

Da bismo rexili ovaj problem, kori-
sti�emo n-dimenzionalnu kocku. Pi-
smo �emo oznaqiti sa 0, a glavu sa 1.
Dakle, naxe poqetno staǌe je vektor
(0, 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸

n

. Ukoliko okrenemo prvi

novqi�, na�i �emo se u qvoru (1, 0, ..., 0). Okretaǌe i-tog novqi�a je zapravo
meǌaǌe i-te koordinate vektora. Problem novqi�a mo�emo posmatrati na
slede�i naqin: Krenuvxi iz qvora (0, 0, ..., 0) (0 vektor) n-dimenzionalne
kocke, kolika je verovatno�a da �emo se posle l nasumiqnih koraka ponovo
na�i u tom qvoru?

Na osnovu Teoreme 2.4, znamo da ukupan broj zatvorenih puteva iz qvora
(0, 0, ..., 0) iznosi

1

2n

n∑
i=0

(
n

i

)
(n− 2i)l.
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Kako su svi putevi jednako verovatni, a ukupan broj puteva du�ine l je nl,
sledi da je tra�ena verovatno�a jednaka:

P =
1
2n

∑n
i=0

(
n
i

)
(n− 2i)l

nl
.

N

3 Nasumiqno xetaǌe po grafu

Neka je G konaqan graf i neka se mi nalazimo u nekom qvoru u tog grafa.
Mo�emo napraviti korak tako xto odaberemo neki qvor koji je susedan qvoru
u sa verovatno�om 1

k
gde je k stepen qvora u. Nasumiqna xetǌa po grafu G

du�ine l podrazumeva l takvih nasumiqnih koraka. Postoje mnoga zanimǉiva
pitaǌa u vezi sa nasumiqnim xetǌama, kao na primer, kolika je verovatno�a
da se posle l koraka na�emo u qvoru iz kog smo krenuli.

Definicija 3.1. Matrica verovatno�e grafa G, M(G), jeste matrica qije su
vrste i kolone indeksirane skupom qvorova {v1, ..., vp} grafa G i pri tom va�i

(M(G))uv =
µuv

du
,

gde je µuv broj grana izme�u u i v, a du stepen qvora u.

Dakle, (M(G))uv je verovatno�a da iz qvora u do�emo u qvor v posle je-
nog koraka. Sliqno kao i za matricu susedstva, (M(G)l)uv je verovatno�a
da se posle l koraka na�emo u qvoru v ako smo krenuli iz qvora u. Pret-
postavimo da ne znamo u kom se qvoru nalazimo na poqetku, ve� nam je dat
vektor P = [ρv1 , ..., ρvp ] gde je ρvi verovatno�a da se nalazimo u qvoru vi. Tada
je PM l = [σv1 , ..., σvp ], gde je σvi verovatno�a da se posle l koraka na�emo u
qvoru vi. Sliqno kao i u prethodnom delu, zanimaju nas sopstvene vrednosti
i vektori matrice M(G).

Razmatra�emo specijalan sluqaj kada je graf G regularan stepena d
(svaki qvor tog grafa je stepena d). Lako se vidi da va�i M(G) = 1

d
A(G),

tj. sopstveni vektori matrice M(G) i A(G) su isti, a sopstvene vrednosti
se odnose kao λu(M) = 1

d
λu(A).

Primer 3.1. Posmatrajmo nasumiqno xetaǌe po grafu Cn koje poqiǌe u vek-
toru (0, 0, ..., 0). Kolika je verovatno�a pl da se posle l koraka vratimo na
poqetak?

Lako se zakǉuquje da je pl = 0 ako je l neparno. Primetimo da je graf Cn

regularan stepena n. Prema tome:

λu(M(Cn)) =
1
n
(n− 2ω(u)).

Koriste�i Teoremu 2.4, dobijamo:

pl =
1

2nnl

n∑
i=0

(
n

i

)
(n− 2i)l.
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N

Va�no je napomenuti da iako matrica M nije uvek simetriqna, ona ima
samo realne sopstvene vrednosti.

Teorema 3.1. Neka je G konaqan graf. Matrica verovatno�e M = M(G) dija-
gonalizabilna i ima samo realne sopstvene vrednosti.

Dokaz. Pretpostavi�emo da je graf G povezan i da ima bar dva qvora.
Sledi, dv > 0 za svaki qvor v grafa G. Neka je D dijagonalna matrica qije
su vrste i kolone indeksirane qvorovima grafa G i va�i Dvv =

√
dv. Imamo:

(DMD−1)uv =
√
du ·

µuv

du
· 1√

dv

=
µuv√
dudv

.

Dakle, DMD−1 je simetriqna matrica, pa prema tome ima samo realne sop-
stvene vrednosti. Kako sliqne matrice imaju isti karakteristiqan poli-
nom, sledi da moraju imati i iste sopstvene vrednosti. Odatle sledi da
matrica M ima samo realne sopstvene vrednosti. Kako je matrica DMD−1

simetriqna, ona je dijagonalizabilna, a poxto je matrica M sliqna matrici
DMD−1, sledi da je i M dijagonalizabilna.

Sada �emo na jox jednom primeru videti primenu linearne algebre u
nasumiqnom xetaǌu po grafu. Neka su u i v dva qvora povezanog grafa
G. Sa H(u, v) �emo oznaqiti oqekivani broj koraka potreban da iz qvora u
nasumiqnim xetaǌem po grafu G prvi put stignemo u qvor v. Dakle, ako je
pn verovatno�a da prvi put do�emo u v posle n koraka, tada, po definiciji
matematiqkog oqekivaǌa imamo:

H(u, v) =
∑
n≥1

npn.

U daǉem radu �emo videti da ova suma uvek konvergira. Primetimo da va�i
H(v, v) = 0.

Primer 3.2. Posmatrajmo graf G sa Slike 3.1.

Slika 3.1: Graf G

Mo�emo izraqunati H(u, v) na slede�i naqin: posle jednog koraka bi�emo
u qvoru w, zatim, sa verovatno�om 1

2
�emo se na�i u qvoru v i sliqno, sa

verovatno�om 1
2
�emo se vratiti nazad u u. Prema tome,

H(u, v) = 1
2
· 2 + 1

2
(2 +H(u, v)).
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Rexavaǌem jednaqine dobijamo H(u, v) = 4. N

�elimo da na�emo formulu za H(u, v). Za to �emo koristiti neke poznate
rezultate o sopstvenim vrednostima i vektorima nenegativnih matrica koje
�emo navesti bez dokaza. Realna n × n matrica B je nenegativna ako su sve
vrednosti ǌenih poǉa nenegativne.

Definicija 3.2. Realna n × n matrica B je ireducibilna ako je n = 1, ili
ako matrica jenaka sumi prvih n stepena matrice B nema nijedno poǉe qija je
vrednost nula.

Na primer, matrica susedstva A(G) i matrica verovatno�e M(G) su ire-
ducibilne akko graf G ima vixe od jednog qvora i ako je povezan. Sada �emo
bez dokaza navesti skra�eni oblik Peron-Frobenijusove teoreme 2.

Teorema 3.2. Neka je B nenegativna ireducibilna matrica. Ako je ρ najve�a
apsolutna vrednost sopstvenih vrednosti matrice B, tada je ρ > 0 i postoji
sopstvena vrednost koja je jednaka ρ. Xta vixe, postoji sopstveni vektor
koji odgovara ρ qije su koordinate pozitivne.

Neka je M matrica verovatno�e. Sa M [v] �emo oznaqiti matricu M koja
nema vrstu i kolonu indeksiranu sa v. Dakle, ako graf G ima p qvorova,
tada je M [v] (p − 1) × (p − 1) matrica. Sa T [v] �emo oznaqiti vektor kolone
du�ine p − 1 qije su vrste indeksirane qvorovima w ̸= v, gde je T [v]w = µwv

dw
.

I Ip−1 je jediniqna matrica veliqine p− 1.

Teorema 3.3. Matrica Ip−1 −M [v] je invertibilna i

H(u, v) = ((Ip−1 −M [v])−2T [v])u,

u poǉe vektora (Ip−1 −M [v])−2T [v].

Dokaz. Verovatno�a da, krenuvxi iz qvora u, posle n koraka nismo pose-
tili qvor v i da smo zavrxili u nekom qvoru w je (M [v]n)uw. Verovatno�a da
se posle jednog koraka iz qvora w na�emo u qvoru v je µwv

dw
. Prema definiciji

oqekivaǌa:

H(u, v) =
∑
w ̸=v

∑
n≥0

(n+ 1)
µwv

dw
(M [v]n)uw. (3)

Ako diferenciramo jednakost (|x| < 1)∑
n≥0

xn =
1

1− x
,

2Peron-Frobenijusovu teoremu su dokazali nemaqki matematiqari Oskar Peron (1880-
1975) i Ferdinand �or
 Frobenijus (1849-1917).
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dobijamo ∑
n≥0

(n+ 1)xn = (1− x)−2. (4)

Kada bismo ovo primenili na sumu (3), dobili bismo:

H(u, v) =
∑
w ̸=v

((Ip−1 −M [v])−2)uw · µwv

dw

= ((Ip−1 −M [v])−2T [v])u.

Me�utim, potrebno je da doka�emo da se (4) mo�e primeniti na (3). Za pro-
izvoǉnu r × r matricu B, definisa�emo∑

n≥0

(n+ 1)Bn = C,

ako va�i ∑
n≥0

(n+ 1)(Bn)ij = Cij.

Indukcijom po m se lako proverava da slede�a jednakost va�i

(Ir −B)2(Ir + 2B + 3B + · · ·+mBm−1) = Ir − (m+ 1)Bm +mBm−1. (5)

Sada, pretpostavimo da je matrica B dijagonalizabilna i da sve ǌene sop-
stvene vrednosti λ1, ..., λr zadovoǉavaju uslov |λi| < 1. Prema tome,

(Bn)ij = c1λ
n
1 + · · ·+ crλ

n
r ,

gde su c1, ..., cr konstante. Zakǉuqujemo da kada m → ∞, desna strana jednako-
sti (5) te�i Ir, tj.

∑
n≥0(n+ 1)Bn te�i (Ir −B)−2 (xto je ujedno i dokaz da je

matrica Ir −B invertibilna).

Ostaje jox da poka�emo da je matrica M [v] dijagonalizabilna i da ǌene
sopstvene vrednosti imaju apsolutnu vrednost maǌu od jedan. Dijagonali-
zibilnost matrice M [v] se pokazuje na isti naqin kao xto je to ura�eno za
matricu M u Teoremi 3.1. Dakle, treba dokazati da sve sopstvene vrednosti
θ1, ..., θp−1 matrice M [v] zadovoǉavaju uslov |θi| < 1. �eleli bismo da prime-
nimo Teoremu 3.2 na M [v], ali ne znamo da li je ona ireducibilna, jer graf
G− v (graf G u kojem je obrisan qvor v i sve ǌegove grane) ne mora da bude
povezan i da ima vixe od jednog qvora. Ako graf G− v ima povezane delove
H1, ..., Hm, tada mo�emo urediti qvorove grafa G− v tako da M [v] ima oblik
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gde je svaka matrica Ni ireducibilna, ili je 1×1 matrica [0], xto bi znaqilo
da graf Hi ima samo jedan qvor. Sopstvene vrednosti od M [v] su sopstvene
vrednosti od Ni, 1 ≤ i ≤ m. Treba da poka�emo da svaka sopstvena vrednost
matrice Ni, za svako i u intervalu [1,m], ima apsolutnu vrednost maǌu od
jedan. Ako je Ni = [0], onda je to trivijalno. Pretpostavimo da Ni ̸= [0] i da
graf Hi ima k qvorova (k > 1). Neka je ρi najve�a sopstvena vrednost matrice
NT

i . Prema Teoremi 3.2, sve sopstvene vrednosti λ matrice NT
i ispuǌavaju

uslov |λ| ≤ ρi. Sa U = [u1, ..., uk] �emo oznaqiti sopstveni vektor koji odgo-
vara ρi. Na osnovu Teoreme 3.2, znamo da je svako ui > 0. Posmatra�emo U
kao vektor kolone. Neka je V vektor vrste du�ine k qije su vrednosti 1.
Posmatrajmo proizvod matrica V NT

i U . Sa jedne strane imamo

V NT
i U = V (ρiU) = ρi(u1 + · · ·+ uk),

a sa druge,

V NT
i U = [σ1, ..., σk]U = σ1u1 + · · ·+ σkuk,

gde je σi zbir vrednosti i-te kolone matrice NT
i . Sada, znamo da za svako σi

va�i 0 ≤ σi ≤ 1, a za jedno σh va�i σh < 1, jer je graf G povezan. Kako je
svako ui > 0, sledi

V NT
i U < u1 + · · ·+ uk,

odnostno ρi < 1. Prema tome, za sopstvene vrednosti θ matrice M [v] va�i
|θ| < 1.

Primer 3.3. Posmatrajmo graf G sa Slike 3.2.

Slika 3.2: Graf G

Koriste�i prethodnu teoremu, izraquna�emo oqekivani broj koraka da iz
qvora v4 prvi put stignemo u ostale qvorove. Matrica verovatno�e je zadata
na slede�i naqin:

M =


1
3

1
3

0 1
3

1
4

0 1
4

1
2

0 1
2

0 1
2

1
4

1
2

1
4

0

.
Izbacivaǌem qetvrte vrste i kolone dobijamo:
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M [v4] =


1
3

1
3

0
1
4

0 1
4

0 1
2

0

.
Dakle,

I3 −M [v4] =


2
3

−1
3

0

−1
4

1 −1
4

0 −1
2

1

,
odnosno

(I3 −M [v4])
−2 =


55
16

13
6

17
24

13
8

7
3

11
12

17
16

11
6

13
8

.
Prema definiciji

T [v4] =


1
3
1
2
1
2

,
sledi

(I3 −M [v4])
−2T [v4] =


31
12
13
6
25
12

.
Na osnovu Teoreme 3.3, H(v1, v4) =

31
12
, H(v2, v4) =

13
6

i H(v3, v4) =
25
12
. N
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