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Ancrpakr

Y oBoM pany cy IpencTaB/beHU I'Da(GOBU M AHAJU3UPAHO je MeTame IO HUMA.
YBonu ce mojaM MaTpUIE CyCenCcTBa W BepoBaTHOhe m moMony JsmHeapHe aJjre-
Oope ce u3zBome Gopmysne koje ompebhyjy Opoj myreBa ompebene ny:kuHe y HEKUM
rpadosuma. Tarobe, mara je mepumHuUnUMja n-oUMeH3MOHAJHE KOUkKe u PamnoHoBe
TpaHcopMalnuje Koja ce KOPUCTHU 3a onapebuBame Opoja myreBa maTe ILy:KUHE Y
toj kouku. llocmenme mornaBibe je mocBeheHO HACYMUYHMM IIeTameM IO I'pado-
BUMA.
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1 IIlerame mo rpadoBuMa

3a koHayaH CKyn S W HEHeraTwuBaH Ie0 Opoj k, medpuHUIIEMO (‘Z) Kao CKYII
k-Tounanux moackymoBa ckyna S. MyJTHCKyn MOKEMO IMOCMATPATH Kao CKyI Yy
KOME C€ €JIEMEHTW MOy MOHABJBATU U Yy KOME PENOCIe] eJeMeHAaTa Huje OuTaH.
3a myatuckyn M KaykeMoO Ha je Ha CKyIy S aKO CBAKU eJleMeHT ckymna M mpumnana
ckymy S. Ha mpumep, M = {1,1,2,4,2,1} je mynruckyn ma crymy S = {1,3,2,4}.
Ca ((i)) heMo o3HAYNTY CKYyT k-TOUTaHUX MYJITUCKyTOBa Ha ckymy S. Ha npumep,
ako je S = {1,2,3}, rana je (kopucrehu kpahwu 3amuc),

(g) ~{12,13,23) w ((g)) — [11,22,33,12, 13,23},

Hepunaunuja 1.1. I'pad je ypehena mpojra G = (V, E, @) kojy wune cxyn usoposa
V ={v1,...,v,}, ckyn epana E = {ey, ..., e} u Pynxyuja ¢ : £ — ((‘2/))

Cauxa 1.1: I'pag

Axo Basku ¢(e) = {u,v} (mam ckpaheno uv), Taga rpana e mosesyje 4BOPOBE U
U U U 33 T€ YBOPOBE KayKeMO Ja Cy CyCemHU. Y KOJMKO BUIIE IPAHA i, ...,€; (j > 1)
3a10BOJbaBa yCIOB @(ey) = --- = ¢(e;) = uv, OHAA IOCTOjU BHUIIECTPyKa rpaHa
u3meDy uBopoBa u u v. Ako Baku @(e) = vv, Taga KakeMoO 1A je ¢ meTdba YBOpa
v.

Hebununuja 1.2. IIpocm 2pagd je 2pad bes nemapu u 8UUWECMPYKUT 2PaAHA.

Cauxa 1.2: IIpocm epad



Hepunnnnuja 1.3. Mampuya cycedcmea epaga G je peanra p X p mampuya A(G) wuje
nome (i,7) npedcmas.na 6poj epana usmehy w6opoea i u j.

Marpuna cycencrBa je cUMeTpPUYHA, Ia, IpEMa TOME, MMa CBE pPeajiHe COII-
crBeHe Bpenunoctu. Tarkobhe, meH Tpar mpencrasia 0poj mermu y rpady. Cana
hemo mampasutu marpuny cycencrsa A(G) 3a rpad ma Cauyu 1.3.
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Cauxa 1.3

Hedonaunmmja 1.4. Illemmwa no zepagy G dyxncune | 00 weopa u do weopa v je Hu3
V1, €1, Vg, €2, ..., U, €], V11 Y KOME BAACU:

e ceaxo v; je weop y 2pagdy G,

® caaxko e; je 2pana y 2pady G,

e ¢; je epana uamehy weoposa v; u Vi1,
® U =U UV = .

Teopema 1.1. Iowe (i, ) mampuye A(G)!, 2de | € N, npedcmasna 6poj passunumus
wemmu dyxcure | 00 weopa v; do weopa v;.

Jloxas. [loka3 je mocienuna ne@uHUNNje MHOKEHA MATPUIA. [

ITpumep 1.1. Ilocmarpajmo rpad ca Cauke 1.3. Bpoj pa3nuuntux meTHU Ly:KIHE
2 om uBopa 5 1o usopa 5 je (A(G)?)ss.

02000 02000 4 0 0 0 2
2 00 0 1 2 00 01 05011
AGP?=10 00 0 0 000O0O0O]=]]000H00O0
00001 00 0O01 01 011
01011 01011 21 01 3
Ilakne, nocroje 3 paznuuure merwme (5-5-5, 5-2-5, 5-4-5). A

Hac caza 3aEuMa na JU IOCTOjU HEKU APYTU HauuH 3a pauyHame (A(G)');;.
[Ipucernmo ce na cBaka peaJsiHa CUMETPUYHA P X p MATPUIA UMa P JUHEAPHO He3a-
BUCHUX PEAJHUX COICTBEHUX BEKTOPA KOju MOTY Outuy uzabpanu na Oy 1oy OpTOHOP-
MaJsuau. Hexka cy uy,...,u, peadHn OPTOHOPMAJIHUA COICTBEHM BEKTOPHU, & Ap, ..., A,



onroBapajyhe comcrBere Bpemnoctu marpure M. Cpe Bekrope u hemo mocma-
TpaTu Kao p X 1 Bekrope kKosnone. CrajapHU IPOU3BOL BEKTOpa u; u u; oulie ulu;,
IITO je, 3aIpaBoO, MHOKEHE JBe MATPUIle. Kako cy BEKTOPU OPTOHOPMAJHU, CJIEIN
u;-u; = ulu; = §;; (Kponerep nearal). Hegra je U maTpuna umje cy KOJIOHE BEKTODH
Uty ey Up-

(135
U

tip
U9p

Upi

T T T

Uy U Uy,

Haxne, marpuna U je oproronanna. llomTo cy romome marpune U snmHEapHO
HE3aBUCHU BEKTOPU, 3aK/byUyjeMo na je marpuna U naBeptudbunna. Takobe 3aaMo
na Baxu Ul-U = I, a xako je uaBep3 jemuucTseH, caemu U1 = Ul. Bpcre marpume

U™ cy 1 x p Bekropum uf, ..., ul,.

-|U11 Ugy - 'U-p1|- — Ul

U-1— [ut2 U2 -r Upf | 4 u
J = . .
[ [up ugp - Uyl |

Cama hemo nmokazaru ma marpuna U mujaronanusyje marpuity M, Tj. na BaKu:
UtMU = diag(Ai, ..., \p),

rae diag(\i, ..., \p) O3HAUABA AMjarOHAJHY MATPUIY Ca BPEIHOCTHAMA Af,..., A\, Ha
NOVjaroHaJJ I PeoM.
JleBa cTrpana jemHaKOCTH je p X p MATPUIA UKje Cy BpeaHOCTHU moma (i,7),1 <i<p

a BpemHocTu nosma (i,7),i # j
ug - Muj = i - (Ajuy) = Aj(ui - uy) = A - 055 = 0.

Teopema 1.2. Hexa cy v; u v; dea weopa zpaga G u Ay, ..., \, concmaene epedrocmu
mampuye cycedcmea A(G). Tada nocmoje pearru bpojesu cq, ..., ¢, Maksu 0a 36 c8aKO
[ >1 saxncu:

!Kponekep mesita, HazBaHa MO HeMaukoM Maremarudapy Jleomonmy Kpomerepy (1823 — 1891),
jecTte (QyHKIUja nBe IPOMEHJBUBE KOja y3UMa BPEAHOCT 1 YKOJIUKO cy OpojeBu uctu, a 0 ako HuUCY.



(A(G)Z)Z] = Cl)\ll + -+ Cp)\lp.

IImaeuwwe, axo je U peanana opmoropmanna mampuya maxea da eaxcu U LA(G)U =
diag(A1, ..., \p), mada je:

Cr = Uik Uj -
Joxas. Concrsene speanoctu marpure A(G)' ¢y X, ..., AL, Onarne cienu:
U A(G)'U = diag(N,, ..., \).
Iakie,
AG) =U - diag(N,, ..., \)) - U

Kopucrehn U~! = U nobujamo:

p
k=1

IIpumep 1.2. Ilocmarpajmo rpad G ca Cauke 1.4.

1 2 3 4 5
Cauxa 1.4
Matpwuna cycenctsa je:
01 000
10100
AG)=10 1010
00101
00010

Concreene Bpennoctu mMarpune A(G) cy:
M=—-1,2=0X =1 =—V3u =13,

a oarosapajyhm concTBeHU BEKTOPU CY:

1 1 1 1 1
2 V3 2 2V/3 2V/3
1 1 _1 1
2 0 2 2 2
_ 0 _ 1 _ 0 _ 1 _ 1
Uy = y U = V3 y U3 = y Ug = V3 n us = V3
1 1 _1 1
2 0 2 2 2
_1 1 _1 1 1
| 2 | V3 L 2 L 2v3 | L 2v3 |



Bexropu ug,us, us, Uy M U5 Cy OPTOHOPMAJIHU, 1A je

[ 1 1 1 1
2 V3 2 2V/3
1 1 1
) 0 2 )
1 1
U= 0 V3 0 V3
1 1 1
s 0 -3 —3
11 1 1
| 2 V3 2 2v3

u Bazku U1 =UT.

Matpumy A(G)! momemo mpencrasutu Ha ciaenehn
[ (—1) 0 0 0
0 ot 0 0
AGQY=U-] 0 0 1 0
0 (—V3)
0 0
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Ykynan Opoj myTeBa ayskuHEe 4 KOjU TOUYUBY y YBOPY 1 M 3aBpIIaBajy ce y YBOPY

1 je:

(A(G)4)11 = U11>\11U11 + mz)\;‘ulz + U13>\§U13 + U14)\iul4 =2.

Couuno nobujamo u (A(G)*)e = 5, (A(G))33 = 6, (A(G) )y = 5 u (A(G)Y)s5 = 2.
Takobe, MmokeMoO M3padyHaAT! U YKyIaH Opoj myTeBa Ay:KUHE [ U3 YBOpa i Y UBOP

J. ¥Ypamunhemo npumepe 3a ¢ = 4.

(A(G) a1 i(—l)l e 4_\/5(_\/5)l 4 m(\/gﬂ
(A(G) )2 = —}1(— ) - i + i(_@)z + i(\/g)l’
(A6 = —5 = (V3 + 5=V,
(A =21+ L L vE s 1va)

4 4 4 4
(A(G)l)45 = —%1(—1)1 + Z}l — Lg(_\/g)l + ﬁ(\/g)z



Ia 6ucmo morsau npumenutu Teopemy 1.2, mopamo Hahu concTBeHe BpegHOCTHU
A1, ..., Ay 1 MaTrpuny U. MebyTtnm, To Hehe yBex 6mTm jemHOCTAaBHO Kao y IpET-
xomguoMm npumepy. WMmak, mocToju jemaH 3aHUMJBWB CIy4Ya] y KOM HHUje MOTPEOHO
wahu marpuny U. To je zameopena wemmna.

Hedpuaunmja 1.5. Jameopena wemma zpada G je wemma Koja novume u 3a8pULGEG
ce Y UCmom 48opy.

Ykynau 6poj 3arBopenux merwu fg(l) rpadpa G nysxune [ je:

=1

rae tr osHavaBa tTpar marpure. Cana, mpuceTuMo ce ma je Tpar KBajapaTHe Ma-
Tpulle jeaHak 30UpPy HEHUX CONCTBEHUX BpeaHocTu. Kao mro cmo Beh Hamome-
HyJH, comcTBeHe Bpemnoctu marpune A(G)! cy A, ...,)\é. W3 mperxomHor ciaenu
noka3s cienehe Teopeme.

Teopema 1.3. Hexa cy M, ..., A, concmaene spednocmu mampuye A(G). Bpoj sameo-
penur wemmu epada G dyncure | je:

Jal) =X+ + AL,

ITpumep 1.3. Ca G hemo osmaunTu korky ca Cauke 1.5.

8 7
00101100 0]
5 ° 10100100
010100710
10100001
4 3 AG)=11 0000101
01 0010T10
) ) 001007101
Cauxa 1.5: Kouxa | 0001101 0|

Concrsene Bpennoctu Marpuie A(G) cy:
M=% =-3 =L M=-1 =1L =1L \=1ulg=-1
Ykynan Opoj 3aTBOPEHUX IMIETHU AYy:KUHE [ je:
3+ (=3) + 1+ (1) + (=) + 1+ 18 4 (—=1)L

Axo je | memapan 6poj, 6poOj 3aTBOPEHUX MIETHU je Hyda. Y caydajy ma je | mapan
6poj, 6poj 3aTBOoperux meTwmu 6uhe 2-3' +6. VI3 cCUMETPUYHOCTH KOLKE CJIEIU 12
je 6poj 3aTBOpPEHUX MIETHU AY:KUHE | U3 je IHOT TeMeHa jeTHaK:

2-3+6 3 +3
8 4




Cana hemo pasmMaTpaTé 3aTBOPEHO IIETAHE IO KOMNACMHOM 2pady I<,.

Hednaunmja 1.6. Komnaeman epad K, je npocm epad ko0 xoea usmehy ceaxa dsa
Y80PA NOCMOJU 2PAHA.

Haxne, K, uma (12”) = %p(p— 1) rpana.

Cauxa 1.6: Komnaeman zpad Kg

Jlema 1.1. Hexa je J p X p mampuua wuje cy epednocmu noma 1. Tada cy mwewne
concmeene epednocmu p (mrozocmpykocm jedaw) u 0 (muozocmpyxoem p —1).

Joxas. Ca ay, ...,a, fieMo o3HaunTy concrsere Bpensocru Marpune J. Kako je
Matpuna J peasHa U CUMETPUYHA MOKEMO je MUjarOHAJIM30BATU OoAroBapajyhom
oproronamnom MarpunoMm U. Iakne, J = U - diag(ay,...,ap) - U™, Kopucrehn
rang(U) = rang(U™') = p u cBojcTBa panra mobujamo:

rang(J) = rang(U - diag(ay, ...,pp) - U™
=rang(U - diag(ay, ..., o))
= rang(diag(ay, ..., ap)).
U3 rang(J) = 1, 3akmyuyjemo ma je p — 1 CONCTBEHUX BPEIHOCTH jEIHAKO HyJIA.

Kako je tr(J) = p, mro je yjeqso u 30up CONCTBEHUX BPEIHOCTU, CIEAU A je jeIHa
CONICTBEHA BPEMHOCT jeIHAKA P. ]

Jlema 1.2. Concmeene epednocmu mampuye cycedemea komnaemmoz zpada K, cy -1
(mrozocmpyrkocm p — 1) up — 1 (mHozocmpyrocm jedan).

Lokas. Marpuna cycencrsa rpada K, je A(K,) = J—1, rue je I jemuanuna Ma-
Tpuna pxp. AkKo cy comncrsere BpenHocTu Marpune M qq, ..., ,, OHIA Cy CONCTBEHE
Bpenaoctu marpune M +cl o) +c¢,...,ap, +c. oxras caemu n3 Jleme 1.1. ]

Teopema 1.4. Dpoj sameopenuzr wemmnu dyxmcune | y xomnaemnom zpady K, xoje
nowumy Yy 4e0py v; je:

(A(K) )i = 50— 1)+ (p = 1)(=1)").

Lloxas. Ropucrehu Teopemy 1.3 u Jlemy 1.2, 3akmyuyjeMo ma je ykyman Opoj
3aTBOpenHux meTmu aysxuue | jemmak (p — 1)! 4+ (p — 1)(=1)!. Kaxo je rpadp K,
cUMeTpUYaH, Tj. OpPOj KOju TpaKUMO HE 3aBUCU O %, YKyHIaH OpPOj 3aTBOPEHUX
meTHU IyxuHe | Tpeba momeanTu OGpojeM YBOPOBA. ]



2 BumemamMeH3uoHaJIHA KOIKA

Ca Z, hemo o3HauUUTU NUKINYHY IPyHy pena 2 ca exementuMa 0 m 1, a ome-
panujy rpymne hemo nepumuucatm kao cabupame no monyny 2. Iakne, 040 =
0,0+1=1,1+0=1m 141 =0. Hepurucahemo rpyny Zj ka0 IUPEKTAH IPOU3BOI
rpyna Zs

ZSZZQXZQX"'XZQ7

a omepalja rpyime je cabupame Mo KoopauHaTtaMa 1mo momyiy 2. Emxementu rpyne
7Yy cy n-topke (ai,...,a,), voe a; € {0,1}. Ha npumep,

Z3 = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.

Heka je C, rpa¢ umju je ckyn usBoposa 3amat ca V(C,) = Z} u 4BOpOBU u U
v TOBE3aHW aKO Ce PA3JUKYjy Yy TAYHO jemHOj KoMmoHeHTH. [lakie, n-Topka u + v
“Ma TAYHO jeqHY HEHyJa KOMIOHEHTY. AKO ejieMeHTe rpyme Z§ mocMaTpaMmo Kao
peasiHe BekTope, Tana rpad C, mpencraBiba N-IUMEH3MOHAJIHY KOIKY.

Ham mum je ma mabhemMo comcTBeHE BPEAHOCTU U
BekTope rpada C,. 3a To heMO KOPUCTUTU KOHAUHY
PanonoBy tpancpopmamnujy. Heka je v ckyn cBux
¢yurnuja f: Z5 — R. IlpumeruMo na je v BEKTOPCKU
npoctop Hag R. Axro cy u = (uy,...,u,) nv = (vq,...,0y)
eJleMeHTH rpyne Ziy, nepuarcahemo crkasapHU ITpou- | PPN
3BOJ KaO U U = ujvy + -+ + uyv, (mod 2). Iakie, oon
u-v € Zy. Uzpas (—1)"*" je peanan 6poj +1 nim —1 y /o o
3aBucHOCTH na Jau je u-v 0 mwam 1. Tarobe, moxkemo Couna 2.1: Cly
ce yBepuTnu maa Bazm (—1)»0FTw) = (—1)wv(—1)ww,

Cana hemo me¢unucaTu nse BakHe Oa3e BeKTOPCKOr mpocrtopa v. [Ipsa 6aza
je By xojy uune ¢yHKuuje f,,u € Z4j 3anate ca:

fu(v) = 5uv-

y

'(0,1y1) 1(1,1,1)

0Ly | L 1L

Iaxkie,

B, = (f(o,o,...,0)7 f(1,o,...,0), --->f(1,1,...,1)1)-

271

Ila ducmo yrBpauian na je By 6a3a, morpebHO je ma mokrakeMo na cy QyHKnuje f,
JVHEAPHO HE3aBUCHE M [a CBAKO ¢ € V MOKEMO IPEACTABUATU IPEKO (QYHKIUja f,.
Hexa cy ay, ..., an peadEn OpojeBM TaKBU A& BaXM a1 f(00,..0) + -+ aonf11,..1) =0
(0 je ¢yHEKIMja KOja CBaKM eJeMEHT IOMeHa ciauka y peasad 6poj 0). 3mamo
Ja je alf(0707,,_70)<<0, O, ceey O)) + -+ agnf(1717,,,71)((0, 0, ceey 0)) = O((O, 0, cees 0)), Tj. ay -
1+---+aom-0=0, cnemun a; = 0. Cauuro mobujamo a; = --- = asm = 0. U3
IPETXOMHOT 3aKbyUyjeMo na cy ¢pyuknuje f, nuneapro HezaBucHe. Ocraje joumr na
g € V IpeacTaBUMO Kao JUHeapHy KoMOuHanujy ¢yarnuja f,. Jlako ce Bumm ma je

uezy

10



yuMe CMO TOKa3aJu na je B 6a3a BekTOpcKor mpocrtopa v. Tarkobe, dim v = dim
1313: 2”.
Hpyry 6a3y, By, unHe elneMeHTU X, AePUHUCAHU HA cjlenehu HAYMH:

Xu(v) = (=1)"".

Iakuie,

By = (X(0,0,...,0)5 X(1,0,...,0)5 -5 X(1,1,...,1)J)~

[\

v

QTL

Kako je #B; = dim v, 0OBOJBHO je IOKa3aTU Na CY BEKTOPU Xy, U € Z§ JIWHEAPHO
He3aBUCHU. J3alpaBo, MW heMoO MOKa3aTu naa cy OHu oproroHajnu. lIpso hemo
ne(UHUCATU CKAJAPHU MPOU3BOL Y V KaO:

(f.9) = flu)g(u).

u€ly

W3 npeTxooHOT CJIemn:

(tus Xo) = D Xu(w)xo(w)

wEZLY

— Z (_1)(u+v)'w.

weLy

Kako u # v, 3akmyuyjemo na u+ v # 0, Tj. ma Bexkrop u + v uma k(# 0) jeaquauna.
[Ipema Tome, mHama cyma je:

3 (nee - (’S) gn—h _ (’;) F ey (<1 (:) o

= ot (B (5) e ()

=2""F1 -1k =0,
YyIMe CMO IIOKa3aJiu Oa Cy BEeKTOPHU X, OPTOTOHAJJIHU.

Cana yBomuMmo neduruiujy PanornoBe Tpanchopmarmje.

Hednuunmja 2.1. Hexa je I' nodcxyn 00 Zy u nexa gynwkyuja f € v, mada je Pynryuja
Orf € v, dedunucana ca

rf0) = 3 f(v+w),

wel

konawna Padonosa mpancopmavyuja 00 f na epynu Zy v nodcekyny L.

YupaBo cMO nepUHMCAIU JIMHEAPHY TPaHC(hOpMaIujy, ogHOCHO onepaTtop Pr :
v — v. Cana tpeba mahu comcTBeHe BpeIHOCTU U BEKTOPE TOI OllepaTopa.

11



Teopema 2.1. Concmaeenu sexmopu 00 Pr cy dynxuyuje x,, v € Zy, a odzosapajyhe
concmeene 8pedHoOCmu Cy:
=Y

Hoxas. Hera v € Z3. Tana Baxu:

Drx,(v) = Z Xu(v 4+ w)

wel

— Z<_1)u-(v+w)

wel

Iakie,

Py, = <Zwep(—1)“'“’) Xu-
]

Kako cBeku omeparop Ha v uMa dim v = 2" COICTBEHUX BPEIHOCTU U BEKTOPA,
3aKJ/bYUyjeMO Ia Cy X, CBU colcTBeHM BekTopu oneparopa Pr. Taxkobe, mpumernmo
na BEKTOPU X, He 3aBuce ona I', mOK comcTBeHe BpeaHocTu A\, 3aBuce on I

Heka je A = {61,...,0,}, roe je 0; BeKTOp umja je i-Ta KoopauHaTa 1, a ocTaje
cy 0. Ca [®,] hemo o3naunTu Marpuny nuHeapHe TpaHchpopmanuje Pa @ v — v 3a
ba3y Bj.

Teopema 2.2. Mampuuya [PA] je jeonarxa mampuyu cycedcmaa A(C,,) n-dumenzuonasre
KouxKe.

Joxasz. Hera v € Z5. Kopucrehn v = v + w akko v+ w = v nobujamo:

Opfulv) =D fulv+w)

weA

- Z fu—l—w(v)'

weEA

O mroOCHO,

(I)Afu = Z fquw-

wEAN

W3 nperxomsor nobujamo BpenHoct nosa (i,j) marpume [Pal.

1, aroi+7j € A,
(Pa)ij = o
0, aroi+j¢A.

12



YcaoB i 4+ j € A je UCOymEH AKKO Ce€ BEKTOPHU ¢ U j PA3JUKY]y y TAUHO j€THO]
KOODAWHATH, IITO je YjeqHO M YCJOB na ij Oyme crpanuna rpada C,. ]

Teopema 2.3. Concmeenu eexmopu E,,u € Z5 mampuye A(C,) cy damu ca:
E,= )Y (-1)""v.
veEZY
00zosapajyhe concmeene epednocmu cy:
Aw =1 — 2w(u),
20e je w(u) 6poj jedunuya y u.
Loxas. 1IpousBosbHY QYHKIU]Y ¢ € ¥ MOKEMO IPEACTaBUTHU IIPEKO Oa3ze B
g=">_ g®)f..
vEZLY
Ako ¢ 3aMeHIMO ca X, JoO6mheMo BEKTOD X, Kao JUHeapHy KOMOMHAIM]Y (YHKIW]a
fo,
Xu = Z Xu(V) fo = Z (=1)"" fo.
Ve Ve
Kako &, nma ucrty marpuny 3a 6a3y B; kao A(C,) 3a usopose v rpada C,,, ciaemu

na Cy KOepUIMjeHTH KOju CcToje y3 f, BEeKTopa X, jeOHAKU KOeQUIMjeHTUMa KOju
cToje y3 v Bektopa FE,. IIpema Tome,

E,= ) (=1)""v.

vELY

)\u = Z (_1)u-w‘

wEA

N3 Teopeme 2.1 nmamo:

3HaMo na je u-J; jemnako 1 ako je i-Ta KoopauHaTa BeKTOpa u jemHaka 1, a 0y
CYyIPOTHOM. 3akbydyjeMo ma Hama cyma uMma n — w(u) dygaHoBa jemHakux +1 u
w(u) unanoBa jemmakux —1, ma je A, =n — 2w(u). [l

Ca;[a O0JIa3MO O KJbYUYHOI' Ae€Jla OBOT IIOTJIaBJba.

Teopema 2.4. Hexa u,v € 73 u nexa je w(u +v) = k. Bpoj wemmnu 00 weopa u 00
waopa v dyxcune | y epady C,, je:

(A(G) s = ;§é<—1y GV 0

20e je (f:jk) =0 axo jei—j >n—k. Taxohe,

1

(AC) ) = (1) -2 )
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/loxas. Hera cy E, n A\, nepunucanm kao y Teopemu 2.3. Ila 6ucmo mpume-
o Teopemy 1.2, morpebHO je ma mHTEeH3UTET BekTopa F, Oyme 1 m ma BekTOpm;
E, 6yny mebycobuo mHopmamau (nocmarpajyhm B; kao oproHOpManaHy 6a3y BeEk-
TOpPCKOT mpoctopa V). Bekropu E, jecy mehycobuo HOpMaJIHU jep Cy TO U BEKTOPU
Xu- VI3 Teopeme 2.3 cnenu

B =3 (1R =2

vELY

/
ITakne, BekTope F, Tpeba 3amMenutu ca F, = QL%EU na 0umcMo HOOMIM OPTOHOP-
maiaue Bektope. Cama moskemo npumenutu Teopemy 1.2:

1
(A(G>l>uv = 2_n Euw/\ivaw-
weZy
[Ipema nepuanuuju, £, je koedunujert y3 fy,, 1j. Eu, = (—1)“", a A\, = n—2w(w).
[Ipema Towme,

= o S () 2(w))

weZLY

(A(G))uw

Bpoj Bekropa w TakBux ma je w(w) =i 1 KOjUu UMAjy j 3aje AHUYKUX jeqUHUIA Ca
u+v je (];) (Z:Jk) Kopucrehu (u+v)-w = j (mod 2), u3 nperxonse cyme mobujamo
(1), a ako je mcnymen yciaos u = v, ogga u3 (1) caemu (2). [l
ITpumep 2.1. Hexka je n HoBunha okpenyTo nucmom Ha rope. Hacymwmuno ce dupa
jeman HoBumh (ca BepoBaTHONOM %) u oxpelhie ce. Ilocrtynak ce momaBma [ myTa.
Koja je BepoBarnoha ma he mocse tux [ OKpeTama CBU HOBUMNU OUTU OKPEHYTU
OMCMOM Ha rope’?

Ila 6ucmo pemuau oBaj nmpobJeM, KOpuU-
cTuheMoO n-IUMEH3MOHAJIHY KOIKy. [lu-
cmo hemo oznauwutu ca (0, a raaBy ca 1.
Ilakne, HaAlle NMOYETHO CTamE je BEKTOP
(0,0,...,0). YKOINKO OKpEHEMO NPBU
———

n

woBunh, nahwu hemo ce y uBopy (1,0, ...,0). Orperame i-ror HoBumha je 3ampaso
Memame i-Te KOOpAMHATe BeKkTropa. IllpoGuem HoOBumha MOKEMO IOCMATPATHU Ha
cnenehr mauwn: Kpenysmu m3 ysopa (0,0,...,0) (0 BekTOp) n-AMMEH3UMOHAIHE
KOIIKe, KOJIMKa je BepoBaTHOha ma hemo ce mocie | HACYMUYHUX KOpakKa IOHOBO
Hahu y Tom yBopy?

Ha ocumoBy Teopeme 2.4, 3nmamo na ykyman OpoOj 3aTBOPEHUX IIyTe€Ba U3 YBOPA
(0,0, ...,0) nznocu

1 < (n Nl

— n—2i).

2 i=0 (2>( )
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Kako cy cBu ImyTeBU jeIHAKO BepOBATHM, a yKyIaH Opoj myresa my:xuHe [ je n!,

ciaemu na je TpaskeHa BepoBaTHoNa jemHaka:

n!

3 Hacymwuuno merame 1o rpady

Hexka je G koHauan rpad u Heka ce MM HAJa3UMO y HEKOM UBOPY U TOT rpada.
Mo:keMO HaIpaBUTU KOPAK TaKO IITO 04abepeMo HEKU YBOP KOjU je cycemaH YBOPY
u ca BepoBaTHOhOM % rzae je k crenen uBopa u. Hacymuuna metwma no rpady G
nykuHe | monpasyMeBa | TAaKBUX HACyMUUYHUX Kopaka. [locTtoje MHOra 3aHUMJLUBA
NIUTa’ka Yy BE3U Ca HACYMUYHUM IMeTHaMa, Kao Ha MpuMep, KOJIUKa je BepoBaTHONhAa
na ce mocie [ kopaka HahemMo y 4yBOpYy M3 KOT' CMO KPEHYJIU.

Hedounnmnuja 3.1. Mampuya eeposamnohie epaga G, M(G), jecme mampuya wuje cy
epcme u Koaone undekcupare ckynom 4eoposa {vi,...,v,} epada G u npu mom eaxncu

(M(G))uv = div:
20¢€ je [y, 6poj epana uamehy u u v, a d, cmenen 48opPa u.

Haxrne, (M(G))w je BepoBarHOha ma us uBopa u mobhemo y 4uBOp v mocie je-
Hor Kopaka. Cnmumo Kao m 3a marpumy cycenctsa, (M(G)'),, je BepoBaTHOha
na ce mociye | Kopaka HabhemMo y 4BOpY v ako CMO KpeHyjau u3 uBopa u. lIper-
OCTaBUMO na HE 3HAMO y KOM Ce UBOPY HaJIa3UMO Ha modeTky, Beh mam je mat
BeKTOp P = [py,, ..., py,] THE je p,, BepoBaTHOhA Ha ce mHamasumo y uBopy v;. Tama
je PM! = [0v,s .-y 04,], THE je o, BepoBarmOha ma ce mocie | kopaka Habemo y
uBopy v;. CIMYHO KAO M y IPETXOIHOM AEJy, 3aHUMAjy HAC CONCTBEHE BPETHOCTU
n Bekropu marpune M(G).

Pasmarpahemo cnenumjasan ciayvaj kama je rpad G perymnapan cremeHa d
(cBakm uBOp TOr rpada je cremena d). Jlako ce Bumm ma Baxum M(G) = 2A(G),
Tj. comcrBenn Bekropu Marpuue M(G) m A(G) cy mctu, a CONCTBEHE BPEIHOCTHU

ce omOCe Ka0 A, (M) = 2, (A).

ITpumep 3.1. Ilocmarpajmo HacymMmyHO mertawme 1o rpady O, Koje IoUnme y BeK-

topy (0,0,...,0). Kouura je BepoBarmoha p; ma ce mocie | kopaka BpaTUMO Ha
moyeTak?

Jlako ce 3akmyuyje ma je p; = 0 ako je | memapuo. IIpumermnmo na je rpad C,
perynapan cremena n. lIpema Tome:

M(M(C)) = L(n —2w(u)).

T n

Kopucrehu Teopemy 2.4, mobujamo:



A

BaskHo je mamomenmyTum na mako mMarpuna M HHje yBEK CUMeTpPUYHA, OHA MMa
caMO peaJiHe COICTBEHE BPEeTHOCTU.

Teopema 3.1. Hexka je G wowauwan epad. Mampuya eeposamnohe M = M(G) ouja-
20HAAUBAOUANG U UMG CAMO PEAAHE CONCMBENHE 8PEOHOCTIU.

Zoxas. IlpernmocraBuhemo nma je rpad G moBesan m ma mMa Oap ABa YBOPA.
Cnemn, d, > 0 3a cBaku uBop v rpada G. Hera je D mujaronajna mMaTpuna dmje
Cy BPCTe W KOJIOHE MHAEKCcupaHe uBopoBuMa rpada G u Baxku D, = v/d,. Imamo:

1
DMD™! uUZ‘/du'M'—
( ) du /dv
/-’L’U,U

Vdd,

Hakne, DM D™ je cuMmeTpudsa MaTpuna, oa IpeMa TOMe UMa CaMO peaJiHe COI-
CTBEHE BPETHOCTH. KaKO cJAnYHEe MATPUIE MMAjy UCTU KAPAKTEPUCTUUAH ITOJIU-
HOM, CJeOV 1a MOpAajy MMaTu U UCTe COoncTBeHe Bpemuoctu. Opnarie ciaenu na
MaTpumna M mMa caMo peajiHe COINCTBeHe BpemHocTu. Kaxo je marpuma DM D!
CUMETPUYHA, OHA je NMjaroHaJMN3a0uiIHa, a MOIITO je MaTpuna M camdHa MaTpUIA
DMD™, cnemn na je u M nujaronanm3abuiHa. ]

Cama hemo Ha jom jemHoM mpuMepy BUAETU IPUMEHY JuHeapHe ajredbpe y
HacyMUYHOM Imeramy mo rpady. Heka cy w m v gBa yBopa moBe3aHor rpada
G. Ca H(u,v) hemo o3HaunTy ovekuBaHu OPOj KOpaka morpebaH na W3 YBOpa U
HACyMUYHUM IeTameM 1o rpa¢y G mpBu IIyT cTUrEeMo y uBop v. [Jlakie, ako je
pn BepoBaTHONA na mpBu myT gqobhemo y v mocie n KOpaka, Tana, Mo AehUHUNN)U
MATEMATUYKOI OUYEKUBAMA MMAaMO:

H(u,v) = Z npp.

Y mameMm panmy hiemMo BuzeTu Ja oBa CyMa yBeK KOHBeprupa. [IpuMeruMo na Basku
H(v,v) =0.

IIpumep 3.2. Ilocmarpajmo rpad G ca Cunuke 3.1.

U w
L &

8 <

Cauka 3.1: I'pag G

Moskemo uspauynatu H(u,v) Ha ciemehu HauwmH: mOCie jemHOT KOpaka Ouliemo
y UBOPY w, 3aTUM, ca BepoBaTHOhOM % hemo ce mahum y 4yBOpy v M CIAUYHO, ca
BepoBaTHOhOM % hemo ce BpatuTu Hazan y u. [Ipema Tome,

H(u,v) =12+ 12+ H(u,v)).

16



Pemasamewm jennaumue nobujamo H(u,v) =4. A

HKemnmvo na mabemo popmymy 3a H(u,v). 3a To heMo KOPUCTUTU HEKE MO3HATE
pe3yarare O CONCTBEHMM BPEAHOCTUMA U BEKTOPUMA HEHETATUBHUX MaTPUIIA KOje
hemo maBecTu 6e3 mokaza. Peasna n X n marpuna B je menezamueHa aKO Cy CBe
BPEIHOCTU H>€HUX M0Jba HEHEeraTUBHE.

Hepunummja 3.2. Peaana n X n mampuya B je upedyyubuara axo je n = 1, uauy
aK0 MAMPUUA JEHAKA CYMU NPBUT N cmenena mampuye B nema Hujedno nomve wuja je
8PEOHOC HYAG.

Ha npumep, marpuna cycencrsa A(G) m marpuna sepoBataohe M (G) cy upe-
nymubunne akko rpad GG mMa BuIle OX jeAHOT YBOpa 1 ako je moesan. Cana hemo
6e3 nokasa HaBecTu ckpahernu obmuk Ilepon-Ppobenujycose meopeme 2.

Teopema 3.2. Heka je B nenezamuena upedyuudbuara mampuya. Axo je p wajeeha
aANcoAYMHa 8pedHocm concmeenur epednocmu mampuye B, mada je p > 0 u nocmoju
concmeena epednocm Koja je jeonaxa p. Ilma euwe, nocmoju concmeeny 8eKmop
Koju 00z08apa p wuje cy kKoopourame No3umueHe.

Heka je M marpuna sepoBarnohe. Ca M[v] hemo osznaumru marpuny M koja
HEMa BPCTY W KOJIOHY WHIEKcUpaHy ca v. [lakme, ako rpad G uma p 4BOpPOBA,
raga je Mv] (p —1) x (p — 1) marpuna. Ca T[v] hemo o3HAYUTH BEKTOP KOJIOHE
nysxuHe p — 1 umje cy BpCTe MHIEKCUpaHe YBoposmMa w # v, vae je T[v], = .
N I, , je jequEndHa MaTpula BeJguduHe p — 1.

Teopema 3.3. Mampuya I,_1 — M[v] je unsepmubusna u
H(u,v) = ((Ip-1 = M[v])*T[v])a,
u nowe eexmopa (I,_y — M[v])*Tv].

/loxas. BepoBaTtHoha ma, KpeHYBIN U3 UYBOPA U, MOCJE N KOpaKa HUCMO IOCe-
TUJIV YBOD ¥ U & CMO 3aBPMIUJIU y HEKOM uBopy w je (M[v]™).,. BepoBaruoha na
ce TOCJe jeTHOT KOpaka M3 YBOopa w HabhemMo y uBopy v je ’fi“’w“
OYEKUBaMmA!

. IIpema nedunummju

Huo) =YY (n+ 1)’2;“ (M[V]") - (3)

w#v n>0
Ako mupepenmupamo jemmakoct (|z| < 1)

S
Zx T 1-g

n>0

’Ilepon-®poberujycoBy TeopeMy cy mokaszanu Hemauku matemaruuapu Ockap [lepon (1880-
1975) u ®epaunang [Topu Ppobenunjyc (1849-1917).
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nobujamo

Y (n+1)a"=(1—z)> (4)

n>0
Kama 6ucmo oBo mpumenusau Ha cymy (3), mobuaun Gucmo:
- o
H(u,v) = Z((Ipfl — M[v]) ™) - d
WV w
= (-1 = M[]))*T[v])u-

MebyTum, norpebro je ma moraskemo na ce (4) moske npumenuTu Ha (3). 3a mpo-
U3BOJBHY T X 1 MaTpuny B, mepurmcahemo

Z(n +1)B" =C,

n>0
aKO BaykU
> (n+1)(B")i; = Cij.
n>0

I/IH,ILYKIII/IjOM II0 ™ Cc€ JIaKO IpoBEpaBa Ja cieneha je,D;HaI-{OCT BaXku
(I. — B)*(I, +2B+3B+---+mB™ ') = I, — (m+1)B" + mB™ . (5)

Cana, IpeTnocTaBUMO Oa je MaTpuna B aujaroHaJu3abuiaHa W Oa CBe HCHE COII-
CTBEHE BPENHOCTHU Af, ..., \, 3aI0BOMmaBajy yciaos |\;| < 1. IIpema Tome,

(Bn)” = Cl)\? + -+ Cr/\?,

rze cy Cq,...,C, KOHCTAHTE. 3aKbydyjeMo na Kana m — 00, IeCHa CTPaHa jeTHAKO-
cru (5) tesku I, Tj. > o,(n+ 1)B" texu (I, — B)™? (wro je yjemno u noka3s zma je
Marpuna [, — B uaBeprubuina).

Ocraje jom ma moraskeMo na je marpuna M [v] nujaroHanusabuiHa U oa HeHe
COTICTBEHE BPEMHOCTU MMajy AICOJyTHY BPEOHOCT Mawmy on jeman. Jlujaronasu-
subunnoct marpune M[v] ce moka3dyje Ha MCTU HAYWH KAO mMTO je TO ypabeno 3a
marpuiy M y Teopemu 3.1. Ilakse, Tpeba qokas3aTu ma CBe COICTBEHE BPEIHOCTU
61, ...,0,-1 MmaTpune M [v| 3anoBomaBajy ycaos |0;| < 1. Kemenn Gucmo ma mpume-
HuMo Teopemy 3.2 Ha M[v], anu He 3HAMO Ia iU je OHA MpenyHUOUIHA, jep rpad
G —v (rpad G y KojeMm je obpucan YBOp v U CBE HErOBe T'DaHe) He MOpa Ja Oymae
NOBE3aH U & UMa BUIIE Ol jemHor uBopa. Ako rpad G — v mMa moBe3aHe NeIoBe
Hy,...,H,,, Taga MoxeMo ypemuru uBopose rpada G — v tako ga M[v] uma obauk

H, Hy .- H,,

H ;\'rl U e U

Ho 0 N e 0

M= | . 7 .
Hp 0 0 e ;\'Tnl

18



rae je cBaka Marpuna V; upenynubuinsa, uian je 1x 1 marpuna [0], mro 6u 3HAUMIO
na rpa¢ H; mma camo jeman uop. Comcreene Bpemuoctu on M[v] cy concrBene
Bpenuoctu on NV;, 1 < i < m. Tpeba ma moka:keMO Oa CBaka COICTBEHa BPEITHOCT
matpune N;, 3a CBako i y umHTepBasy [l,m|, uMa amcomayTHy BPEIHOCT MAamy OI
jeman. Axo je N; = [0], orma je to rpusujanuno. IIpernocrasumo ma N; # [0] u na
rpa¢ H; uma k yBoposa (k > 1). Heka je p; HajBeha concrBena BpeqHOCT MaTpuUIe
NT. TIpema Teopemu 3.2, cBe concTBeHe Bpennoctu A marpuine N ucnymasajy
ycnos |A| < p;. Ca U = [uy, ..., ux] hemMo o3HAUMTE CONCTBEHW BEKTOD KOjU OArO-
Bapa p;. Ha ocmoBy Teopeme 3.2, 3aamo na je cBako u; > 0. Ilocmarpahemo U
Kao BeKTOp koJsioHe. Hera je V BexkTop BpcTe my:kuHe k uyuje cy BpemHoctu 1.
[Mocmarpajmo npousson Matpuna VNIU. Ca jense cTpane umamo

VNIU =V(pU) = pi(us + - + ),
a ca apyre,
VNIU = [o1,...,04]U = oyuy + - - - + opus,

rzae je o; 36up BpemHocTu i-te kosone marpure N!. Cagna, 3HaM0 1a 3a CBakKoO 0;
Baskn 0 < 0; < 1, a 3a jemno oy, Basku o, < 1, jep je rpad G mosesan. Kaxro je
cBako u; > 0, cienu

VNIU < uy + -+ + ug,

omaoctHO p; < 1. Ilpema tome, 3a coucrtBene Bpemuoctu 6 marpure M |v] Baxku

0] < 1. ]
IIpumep 3.3. Ilocmarpajmo rpad G ca Cauke 3.2.

12

v

Cauka 3.2: I'pa G

Kopucrehu nperxoauny Teopemy, nuzpauynahemo oueknBanu 6poj KOpaka ma u3
YBOpA VU4 IPBU IIYT CTUTHEMO y ocTaJjie uBopoBe. Marpuma BepoBaTHohe je 3amata
Ha cienehwu nauwun:

e e RN e
NI NI~k O Wi
Bl O el O
O NIF NI= W

M3banuBameM yeTBpTE BPCTE U KOJOHE HOOMjaMo:
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11
5 3 0
M[U4]— 71; 0 }1
1
0 5 0
Iakie,
2 1
5 —3 0
Ig—M[U4]: _4_11 1 —% s
0 —1 1
OJHOCHO
5 13 17
16 6 24
(Is—M[M])z{% T B
17113
6 6 8
IIpema nepumuUIMjM
1
3
Tl = | 5 |,
1
2
cienu
31
12
(Is = M[vs])*T[os] = | F
25

25

Ha ocmoBy Teopeme 3.3, H(vi,vy) = 32 H(vy,v4) = 22 u H(v3,v4) = =,

127
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